Esonero di Calcolo Differenziale - 27 novembre 2008
Corso di Laurea in Informatica

TESTO E SOLUZIONI

COMPITO A

Esercizio 1. Determinare estremo superiore ed estremo inferiore dell’insieme

2
E:{l—arctan<n +1> : nEN}
2n

e dire se sono rispettivamente massimo e minimo.(!)

. . 2 :
Svolgimento. Poniamo a, = ”2# e osserviamo che
n n 1
an ==+ —.
"2 2n

Verifichiamo che la disuguaglianza a,4+1 > a, € vera per ogni n € N. Infatti
essa € equivalente alla disuguaglianza

(n+1)+ ! > +1
n n+ —,
n+1— n
cioe
1 1
1+ > —.
n—+1 n

Mettendo a comune denominatore e semplificando i denominatori si ottiene
nn+1)+n>n+1,

cioe n? + n > 1 che & chiaramente vera per ogni n € N. Abbiano dunque
provato che la successione (a,), ¢ crescente. Ora la funzione arctan(z) ¢
strettamente crescente, dunque 1—arctan (a,,) € una successione decrescente.
Inoltre lim,, a,, = +00. Se ne deduce che

. sup ' =1 —arctan (a;) =1 — /4 = max F;

o inf £ = lim,, (1 — arctan (a,)) =1 —7/2.

'Ricordo che N := {1,2,3,...}.



Infine, arctan(ay,) < m/2 per ogni n, dunque E non ammette minimo.

Esercizio 2. Sia f(z) =2+ \/arccos (%)

(a) Determinare il dominio di f.
(b) Verificare che f ¢ strettamente decrescente.
(c) Verificare che 'immagine di f & [2,2+ /7/2).

(d) Calcolare la funzione inversa di f.

Svolgimento. (a) Il dominio di f ¢ dato dagli z € R che verificano le
seguenti relazioni:

r—3 r—3
3, —-3>0, —-1< <1, arccos| — ) >0.
T#3, w32 3 ' <m>

Dalle prime due, abbiamo innanzitutto che x > 3. Studiamo le altre due
relazioni. Poiche x > 3, la terza relazione diviene

z—3 <1
z—3

0<

]

Per x > 3, vale l'identita z—3 = (v/z — 3
0<+voer—3<1.

Elevando al quadrato si ottiene 3 < x < 4. Dal momento che la funzione
arccos(y) & sempre non negativa, la quarta diseguaglianza ¢ sempre verifi-
cata. Dunque dom(f) = (3,4].

(b) La funzione f si pud scrivere nel seguente modo:

2 per cui semplificando otteniamo

~—

f(a:):2+\/arccos (Vo —3), x € (3,4].

Osserviamo preliminarmente che le funzioni /- e arccos(+) sono rispettiva-
mente strettamente crescente e strettamente decrescente sui loro domini di
definizione. Siano xi, z2 € (3,4]. Allora

1 <2y = Vr—3<+Vry—3 = arccos (\/xl — 3) > arccos (\/$2 — 3)




da cui si ottiene
2+ \/arccos (\/$1 — 3) > 2+ \/arccos (\/1/‘2 — 3)
cioe f(z1) > f(x2).

(c) e (d) Osserviamo preliminarmente che

f(4) =2, ngrfoof(fi—i— 1/n%) = ngrfoo2 + y/arccos(1/n) =2+ /7/2.

Poiche f & strettamente decrescente, per ogni x € (3,4] si ha
2+ V/m/2= lim [(3+ 1/n?) > f(z) > f(4) =2
n—-roo

cioe f((3,4]) € [2,2++/7/2). Per dimostrare 'inclusione opposta andiamo
a calcolarci 'inversa: fissiamo y € [2,2 4+ /7/2) e andiamo a cercare il
punto z € (3,4] tale che f(z) =y, cioe

2+ \/arccos (\/:?3) =1.

Si ha

\/arccos (m) =y—2.

Dal momento che y — 2 > 0, possiamo elevare al quadrato ambo i membri
dell’uguaglianza precedente ottenendo

arccos (Vo — 3) = (y — 2)%
Componendo con la funzione cos ambo i membri di questa uguaglianza ot-

teniamo
Vo —3=cos((y— 2)2)

Visto che 0 < (y — 2)? < /2, il termine di destra & positivo e possiamo
elevare al quadrato ambo i membri dell’'uguaglianza precedente. Risulta

:1;—3:(cos((y—2)2))2, cioe x:3+(cos((y—2)2))2.

Questo mostra che I'immagine di f coincide con l'intervallo [2,24+/7/2) e ci
da la formula della funzione inversa f~1, definita per ogni y € [2,2+/7/2)
come

£ ) =3+ (cos ((y — 2)2))°.



Esercizio 3. Calcolare il limite della successione

4 n,,2
2 —
an:usin(n2_,/n4+2>'

3n + 2
Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che
4 3nn2

mn +‘2 . 2
an=3n+2sm(n — n4+2)—3n+2

sin <n2 —Vvnt+ 2) )
Razionalizzando, si ottiene

-2
2 1 _
n?—ynt42=— -
n2 4+ vnt+2

in particolare la successione (n? — v/n*+2),, tende a 0. Se ne deduce che
sin (n2 —vnt + 2) tende a 0. Poiché anche "t2 tende a 0, si ha

3n+2

n4

2
lim sin <n2 —vnt+ 2) =0.

n 3" 42

Per calcolare il limite della seconda successione, sfruttiamo il limite notevole

ConP+vnti+2 -2
lim———— sin| —————— ) = 1.
n —2 n? 4+ v/nt +2
Dunque
3"y . _3"n? —2
11,£n3n+2 sm(n —Vn +2> fhén?)n_i_2 RORY e w
i —2n?
= lim - _
n 3" +2n2(1+/1+2/n%)
Riassumendo,

4 n,, 2
2—-3
limn_'_—n sin (nQ— \/n4—|—2> =1.

n 3"+ 2

Esercizio 4. Determinare il dominio della funzione

g(m)Z\/l—

|z —3|+1
r—5 |



Svolgimento. Il dominio di g & dato dagli x € R tali che x #5 e
|z —3]+1 <1
[z =5
cioe
lx =3 +1<|z—5| (1)

Lo studio dei segni delle espressioni che compaiono nei moduli ci porta a
considerare tre casi.
1 caso: z < 3. La disuguaglianza (1) diviene

3—zrz+1<5—uz,
cioe
3+1<5,

che & sempre verificata. Si conclude che la disuguaglianza (1) & verificata
per ogni x < 3.

2 caso: 3 < z < 5. La disuguaglianza (1) diviene
r—3+1<5—ux,
cioe
L < 3+05— l'
- 2

3+5-1
2

Dal momento che < 5, si conclude che la disuguaglianza (1) & verifi-

: 7
cata per ogni 3 < x < 5.

3 caso: x > 5. La disuguaglianza (1) diviene
r—3+1<x—05,

cioe 5 —3+ 1 <0, che non ¢ mai vera. Dunque per > 5 la disuguaglianza
(1) non ¢ mai verificata.

Concludendo, dom(g) = (—o0, 7/2].



COMPITO B

Esercizio 1. Determinare estremo superiore ed estremo inferiore dell’insieme

2
E:{3+arctan<n +2) : nEN}
3n

e dire se sono rispettivamente massimo e minimo.(?)

. . 2 .
Svolgimento. Poniamo a, = "322 e osserviamo che
n n 2
an=—+ —.
3 3n

Verifichiamo che la disuguaglianza a,11 > a, € vera per ogni n € N. Infatti
essa ¢ equivalente alla disuguaglianza

2 2
(n+1)+ >n+ —,
n—+1 n
cioe
2 2
1+ > —,
n+1 n

Mettendo a comune denominatore e semplificando i denominatori si ottiene
n(n+1)+2n >2(n+1),

cioe n? 4+ n > 2, che ¢ chiaramente vera per ogni n € N. Abbiano dunque
provato che la successione (a,), € crescente. Ora la funzione arctan(z) &
strettamente crescente, dunque 3 + arctan (a,) € una successione crescente.
Inoltre lim,, a,, = +00. Se ne deduce che

o inf E = 3 + arctan (a1) = 3 4+ 7/4 = min E;
. sup E = lim,, (3 + arctan (a,)) =3+ /2.

Infine, arctan(a,) < 7/2 per ogni n, dunque E non ammette massimo.

r—1
Esercizio 2. Sia f(x) =1+ 4/arcsin .
i@ \/ <\/a:j)

(a) Determinare il dominio di f.

Ricordo che N:= {1,2,3,...}.



(b) Verificare che f ¢ strettamente crescente.
(c) Verificare che 'immagine di f & (1,1+ /7/2].

(d) Calcolare la funzione inversa di f.

Svolgimento. (a) Il dominio di f ¢ dato dagli z € R che verificano le
seguenti relazioni:

r—1

rz—1
z#1, x—1>0, —-1< <1, arcsin > 0.
7 o z—1 (\/m—1>

Dalle prime due, abbiamo innanzitutto che > 1. Studiamo le altre due
relazioni. Poiche = > 1, la terza relazione diviene

r—1 <1
r—1

0<

i

Per x > 1, vale I'identita x — 1 = (v/x — 1)2, per cui semplificando otteniamo
0<+vr—1<1.

Elevando al quadrato si ottiene 1 < x < 2. Dal momento che la funzione
arcsin(y) € positiva per y > 0, la quarta disuguaglianza ¢ sempre vera per
x > 1. Dunque dom(f) = (1, 2].

(b) La funzione f si pud scrivere nel seguente modo:

f(:c)zl—i—\/arcsin(\/a:—l), z € (1,2].

Osserviamo preliminarmente che le funzioni /- e arcsin(-) sono strettamente
crescenti sui loro rispettivi domini di definizione. Siano z1, z2 € (1,2].
Allora

1 <Ty = Va1 —1<+ry—1 = arcsin (\/xl — 1) < arcsin (\/3:2 — 1)

da cui si ottiene

1+ 4/arcsin (\/xl — 1) < 1+ 4/arcsin (\/xg — 1)
cioe f(z1) < f(z2).

(c) e (d) Osserviamo preliminarmente che

FQ)=1+Va/2  dim f(1+1/n) = lm 1+ arcsin(l/n) = 1.




Poiche f ¢ strettamente crescente, per ogni x € (1,2] si ha
VA2 = dim f(141/n%) < f(2) < 1(2) = 2
n—-roo
cioe f((1,2]) C[1,14+/7/2). Per dimostrare I'inclusione opposta andiamo

a calcolarci 'inversa: fissiamo y € [1,1 + y/7/2) e andiamo a cercare il
punto x € (1,2] tale che f(z) =y, cioe

1+ \/arcsin (\/:cj) =q.

Si ha

\/arcsin (\/ac — 1) =y—1.

Dal momento che y — 1 > 0, possiamo elevare al quadrato ambo i membri
dell’'uguaglianza precedente ottenendo

arcsin (Vo — 1) = (y — 1)2.

Componendo con la funzione sin ambo i membri di questa uguaglianza ot-

teniamo
Vo —1=sin((y — 1))

Visto che 0 < (y — 1)? < 7/2, il termine di destra & positivo e possiamo
elevare al quadrato ambo i membri dell'uguaglianza precedente. Risulta

r—1=(sin(y—1?)°, ciot z=1+ (sin(y —1)°)".

Questo mostra che 'immagine di f coincide con l'intervallo [1, 1++/7/2) e ci
da la formula della funzione inversa f~!, definita per ogni y € [1,14+/7/2)
come

FHy) =1+ (sin(y — 1)?)°.

Esercizio 3. Calcolare il limite della successione

2 n
1-2
on= TELZZ o (- ).

2n + 1
Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che

2 n
n°+1
an:2n+1tan<n— n2+1)—

1 tan(n— n2—|—1>.



Razionalizzando, si ottiene

-1
n—vVnit+l=s ————r—,
n+vn?+1

in particolare la successione (n — v/n? +1),, tende a 0. Se ne deduce che
tan (n —V/n2 + 1) tende a 0. Poiche anche gjﬂ tende a 0, si ha

2

n°+1
. 2 -
117rln2n 1 tan (n— vVn —1—1) =0.
Per calcolare il limite della seconda successione, sfruttiamo il limite notevole

n+vn?+1 -1
m ————  — tan =1.

li

n -1 n—+vn? +1
Dunque
n 2" n -1
. _ 2 _ .
hranQn_i_ltan(n vn —l—l) hyrln2n+1n+m
. 2m — 2m -n 1
= lim = ——

n
= lim =—c.
n 2%+ 1ln+vn24+1 0 2M(1427") n(14/1+1/n%) 2

Riassumendo,
2 n
Conf4+1-2" 5 1
11711n2717+1 tan (n— v ne + 1) = 3
Esercizio 4. Determinare il dominio della funzione

g(x)=\/1—

Svolgimento. Il dominio di g ¢ dato dagli x € R tali che x # 6 e

z—6

|x—4|—|—1‘

|z —4|+1 <1,
|z —6] ~

cioe
e —4]+1 < |z —6]. (2)

Lo studio dei segni delle espressioni che compaiono nei moduli ci porta a
considerare tre casi.



1 caso: z < 4. La disuguaglianza (2) diviene
4—x+1<6—ux,
cioe
441 <6,

che ¢ sempre vera. Si conclude che la disuguaglianza (2) ¢ verificata per ogni
T < 4.

2 caso: 4 < z < 6. La disuguaglianza (2) diviene
r—44+1<6—=x,
cioe

4461
< —_
=T

Dal momento che
per ogni 4 < x < %.

‘H% < 6 si conclude che la disuguaglianza (4) ¢ verificata

3 caso: x > 6. La disuguaglianza (2) diviene
r—44+1<x—6,

cioe 6 — 4+ 1 < 0, che non € mai vera. Dunque per x > 6 la disuguaglianza
(2) non ¢ mai verificata.

Concludendo, dom(g) = (—o0,9/2].



COMPITO C

Esercizio 1. Determinare estremo superiore ed estremo inferiore dell’insieme
b

2 _
E:{Q—i—arctan(n 3) : nEN}
4n

e dire se sono rispettivamente massimo e minimo.(?)

n2-3

1. € osserviamo che

Svolgimento. Poniamo a, =

n 3
Op = — — —.
"4 dn
Verifichiamo che la disuguaglianza a,+1 > a, & vera per ogni n € N. Infatti
essa ¢ equivalente alla disuguaglianza

3 3
N ——>n— —
(n+1) +1_n =
cloe
3 3
— > ——,
n+1~ n

Mettendo a comune denominatore e semplificando i denominatori si ottiene
n(n+1)—3n > -3(n+1),

cioé n? +mn+3 > 0 che ¢ chiaramente vera per ogni n € N. Abbiano dunque
provato che la successione (a,), ¢ crescente. Ora la funzione arctan(x) &
strettamente crescente, dunque 2 + arctan (a,) € una successione crescente.
Inoltre lim,, a,, = +00. Se ne deduce che

. inf E = 2 + arctan (a1) = 2 + arctan(—1/2) = min E;
. sup E = lim,, (2 + arctan (ay,)) = 2+ 7/2.

Infine, arctan(ay,) < 7/2 per ogni n, dunque E non ammette massimo.

r—2
Esercizio 2. Sia f(x) =2 — 4/arcsin .
7z) \/ =)

(a) Determinare il dominio di f.

3Ricordo che N:= {1,2,3,...}.



(b) Verificare che f & strettamente decrescente.
(c) Verificare che 'immagine di f & [2 — \/7/2, 2).

(d) Calcolare la funzione inversa di f.

Svolgimento. (a) Il dominio di f ¢ dato dagli z € R che verificano le
seguenti relazioni:

T —2 Vo —2

Dalle prime due, abbiamo innanzitutto che x > 2. Studiamo le altre due
relazioni. Poiche = > 2, la terza relazione diviene

xr—2 <1
T —2

—9 _9
v#42, r-2>0 -1<- <1, arcsin(x >20.

0<

11

Per x > 2, vale I'identita x —2 = (v/x — 2)2, per cui semplificando otteniamo
0<vVr—-2<1.

Elevando al quadrato si ottiene 2 < x < 3. Dal momento che la funzione
arcsin(y) € positiva per y > 0, la quarta disuguaglianza ¢ sempre vera per
x > 2. Dunque dom(f) = (2, 3].

(b) La funzione f si pud scrivere nel seguente modo:

f(:c):2—\/arcsin(\/a:—2), z € (2,3

Osserviamo preliminarmente che le funzioni /- e arcsin(-) sono strettamente
crescenti sui loro rispettivi domini di definizione. Siano z1, z2 € (2,3].
Allora

T1 <z = Vo1 —2<Vmy—2 = arcsin (Vo — 2) < arcsin (Vzy — 2)
da cui si ottiene

2 — \/arcsin (m) > 2 — \/arcsin (m)
cioe f(z1) > f(x2).

(c) e (d) Osserviamo preliminarmente che

f(8)=2—+/7/2, ngrfoof@ +1/n?) = lim 2— +/arcsin(1/n) = 2.

li
n—-+o00




Poiche f ¢ strettamente decrescente, per ogni x € (2, 3] si ha

2= lim f(2+1/n%) > f(z)> f(3)=2—/7/2

n—-4o0o

cioe f((2,3]) € [2—+/7/2, 2). Per dimostrare 'inclusione opposta andiamo
a calcolarci 'inversa: fissiamo y € [2 — \/7/2, 2) e andiamo a cercare il
punto x € (2, 3] tale che f(z) =y, cioe

2— \/arcsin (M) =q.

Si ha

\/arcsin (\/ac — 2) =2—-y.

Dal momento che 2 —y > 0, possiamo elevare al quadrato ambo i membri
dell’'uguaglianza precedente ottenendo

arcsin (Vo —2) = (2 - y)2.

Componendo con la funzione sin ambo i membri di questa uguaglianza ot-

teniamo
Vo —2=sin((2 - y)?)

Visto che 0 < (2 — y)? < /2, il termine di destra & positivo e possiamo
elevare al quadrato ambo i membri dell'uguaglianza precedente. Risulta

r—2= (SID(Q — y)2)2 , cioe x =2+ (Sln(2 B y)2)2 '

Questo mostra che 'immagine di f coincide con l'intervallo [2—+/7/2, 2) e ci
da la formula della funzione inversa f~!, definita per ogni y € [2—+/7/2, 2)
come

FHy) =2+ (sin(2 - 9)?)°.

Esercizio 3. Calcolare il limite della successione

n2+7—5"

T sin(n— n2+4).

Ay =

Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che

2 5N

n“+7 . ( 2+4)
= smm{n — n —
5" 4+ 4 5" + 4

an

sin(n— n2—|—4>.



Razionalizzando, si ottiene

—4
n—vVni+d= ————,
n+vn2+4

in particolare la successione (n — v/'n? +4), tende a 0. Se ne deduce che
sin (n —v/n? + 4) tende a 0. Poiche anche gjﬂ tende a 0, si ha

limn2 ’ sin (n— vV n? +4> =0

n' 5"+ 4 -

Per calcolare il limite della seconda successione, sfruttiamo il limite notevole

.o n+vn2+4 . —4
lim —— sin =1.

n —4 n+vn? 44
Dunque
5"n 5" n —4
. . B 3 o
11111115n+4 sm(n vn -|-4> 117£115n+4n+ =
) 5" —4n
= lim = —
n 5"+ 4 (1 +/1+4/n2)
Riassumendo,
2 n
)
liénn—gnTn sin (n— n2—|—4> =2.

Esercizio 4. Determinare il dominio della funzione

g(ﬂﬁ):\/l—

Svolgimento. Il dominio di g & dato dagli x € R tali che x # 7 e

T —17

|m—5|—|—1‘

|z — 5]+ 1 <1,
lz =7~

cioe
|t =5+ 1< |z -7 (3)

Lo studio dei segni delle espressioni che compaiono nei moduli ci porta a
considerare tre casi.



1 caso: = < 5. La disuguaglianza (3) diviene
dD—x4+1<7—zx,
cioe
5+1<T.

Dal momento che Hgﬁ > 5 e la seconda disuguaglianza ¢ sempre vera si

conclude che la disuguaglianza (3) ¢ verificata per ogni z < 5.
2 caso: 5 <z < 7. La disuguaglianza (3) diviene
z—54+1<7—x,
cioe

5471
<7
=T

Dal momento che

54+7-1
2
. 11
per ogni 5 <z < 5.

< 7 si conclude che la disuguaglianza (3) ¢ verificata

3 caso: x > 7. La disuguaglianza (3) diviene
r—5+1<x—17,

cioe 7—5+1 <0, che non & mai vera. Dunque per x > 7 la disuguaglianza
(3) non & mai verificata.

Concludendo, dom(g) = (—o0, 11/2].



COMPITO D

Esercizio 1. Determinare estremo superiore ed estremo inferiore dell’insieme

2 _
E:{4—arctan<n 4) : nEN}
5n

e dire se sono rispettivamente massimo e minimo.(%)

. . 2_ .
Svolgimento. Poniamo a, = "5n4 e osserviamo che
n 4
ap = — — —.
5 dn

Verifichiamo che la disuguaglianza a,11 > a, € vera per ogni n € N. Infatti
essa ¢ equivalente alla disuguaglianza

(n+1) 4 S 4
n — n——
n+17" n’
cioe
4 4
1-— > ——.
n+1~ n

Mettendo a comune denominatore e semplificando i denominatori si ottiene
n(n+1) —4n > —4(n+1),

cioé n? +mn+4 > 0 che & chiaramente vera per ogni n € N. Abbiano dunque
provato che la successione (a,), € crescente. Ora la funzione arctan(z) &
strettamente crescente, dunque 4—arctan (a,,) € una successione decrescente.
Inoltre lim,, a,, = +00. Se ne deduce che

. sup E =4 — arctan (a;) = 4 — arctan(—3/5) = min F;
. inf £ = lim,, (4 — arctan (a,)) =4 — 7/2.

Infine, arctan(a,) < /2 per ogni n, dunque E non ammette minimo.

—4
Esercizio 2. Sia f(z) =3 — \/arccos <\;Bm>

(a) Determinare il dominio di f.

4Ricordo che N := {1,2,3,...}.



(b) Verificare che f ¢ strettamente crescente.
(c) Verificare che 'immagine di f & (3 — \/7/2, 3].

(d) Calcolare la funzione inversa di f.

Svolgimento. (a) Il dominio di f ¢ dato dagli z € R che verificano le
seguenti relazioni:

r—4 r—4
4, —4>0, —-1< <1, arccos > 0.
v#4 w42 z—1 : <m>

Dalle prime due, abbiamo innanzitutto che x > 4. Studiamo le altre due
relazioni. Poiche x > 4, la terza relazione diviene

T —4 <1
r—4

0<

i

Per x > 4, vale I'identita x —4 = (v/x — 4)2, per cui semplificando otteniamo
0<ver—4<1.

Elevando al quadrato si ottiene 4 < x < 5. Dal momento che la funzione
arccos(y) € sempre non negativa, la quarta diseguaglianza ¢ sempre verifi-
cata. Dunque dom(f) = (4, 5].

(b) La funzione f si puo scrivere nel seguente modo:

f(a:):3—\/arccos (Vz —4), x € (4,5].

Osserviamo preliminarmente che le funzioni /- e arccos(-) sono rispettiva-
mente strettamente crescente e strettamente decrescente sui loro domini di
definizione. Siano 1, z2 € (3,4]. Allora

r1 < Ty = Va1 —4<Vrg—4 = arccos (\/m) > arccos (m)
da cui si ottiene

3— \/arccos (m) <3 - \/arccos (m)
cioe f(z1) < f(x2).

(c) e (d) Osserviamo preliminarmente che

f(5) =3, ngrfoof(4+1/n2): m 3 — y/arccos(1/n) =3 —+/7/2.

li
n—-+4o0o




Poiche f ¢ strettamente crescente, per ogni x € (4, 5] si ha
3—/71/2= lim f(4+ 1/n?) < f(z) < f(5) =3
n—-roo

cioe f((4,5]) € (3—+/7/2,3]. Per dimostrare 'inclusione opposta andiamo
a calcolarci 'inversa: fissiamo y € (3 — y/7/2,3] e andiamo a cercare il
punto x € (4,5] tale che f(z) =y, cioe

3— \/arccos (ﬂ) =q.

Si ha

\/arccos (\/x — 4) =3—y.

Dal momento che 3 —y > 0, possiamo elevare al quadrato ambo i membri
dell’'uguaglianza precedente ottenendo

arccos (Vo —4) = (3 —y)%.

Componendo con la funzione cos ambo i membri di questa uguaglianza ot-

teniamo

Vo —4=cos ((3-1y)?).
Visto che 0 < (3 — y)? < /2, il termine di destra & positivo e possiamo
elevare al quadrato ambo i membri dell'uguaglianza precedente. Risulta

r—4= (cos(g_y)2)2’ ciod m =41 (cos(3—y)2)2.

Questo mostra che 'immagine di f coincide con U'intervallo (3—+/7/2,3] e ci
da la formula della funzione inversa f~!, definita per ogni y € (3 —+/7/2,3]
come

Fy) =4+ (cos(3 — y)z)2 )

Esercizio 3. Calcolare il limite della successione
4 n,,2
n*+9—-4"n 9
a :—tan<n —v/nt 3).
" 4n 4+ 3 *
Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che
n 2

4
an, n+9tan(n2—\/n4+3)—4n

T 43 An + 3

tan (n2 — v nt +3) .



Razionalizzando, si ottiene

-3
2 1 _
n?—ynt43=— >
n2+vVnt+3

in particolare la successione (n? —v/nt + 3), tende a 0. Se ne deduce che
tan <n2 —vnt 4+ 3) tende a 0. Poiche anche Z:ig tende a 0, si ha

4

li ) tan (nQ— \/n4+3> =0.

m
n 4" 43

Per calcolare il limite della seconda successione, sfruttiamo il limite notevole

n2+\/mtan< -3 >1
=3 n? +vnt+43 '

lim
n

Dunque
n n2 5 4n TL2 -3
. _ 4 — .
11£Il4n+3 tan(n vn —|—3) hTILn4n+3n2+\/n47+3
4 —3n° 3
4" +3 n2(1 + /1 + 3/n%) 2’
Riassumendo,

4 —gqn 2
limn+9—n tan (nQ— \/n4+3) = §

n 4qn 4+ 3 2

Esercizio 4. Determinare il dominio della funzione

g(m’)Z\/l—

Svolgimento. Il dominio di g & dato dagli x € R tali che x # 8 e

|z — 6|+ 1
r—8 |

|z — 6|+ 1 <1
lz—8] ~
cioe
|lx —6]+1<|z—8§| (4)
Lo studio dei segni delle espressioni che compaiono nei moduli ci porta a
considerare tre casi.



1 caso: = < 6. La disuguaglianza (4) diviene
6—z+1<8—=x,
cioe
6+1<8,

che ¢ sempre vera. Si conclude che la disuguaglianza (4) ¢ verificata per ogni
xr <6.

2 caso: 6 < z < 8. La disuguaglianza (4) diviene
r—64+1<8—=x,
cioe

6+8—1
<
=T

Dal momento che

6+8-1
. 132
per ogni 6 <z < 3.

< 8 si conclude che la disuguaglianza (4) ¢ verificata

3 caso: x > 8. La disuguaglianza (4) diviene
r—6+1<x—28,

cioe 8 — 6+ 1 < 0, che non € mai vera. Dunque per x > 8 la disuguaglianza
(4) non ¢ mai verificata.

Concludendo, dom(g) = (—o0, 13/2].



